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Introduccion a las funciones de varias variables:
Funciones de varias variables

Muchos problemas comunes son funciones de dos o mas variables (independientes):

e Ejemplo: el trabajo realizado por una fuerza (W = FD), o el volumen de un cilindro circular
recto (V = tr?h)

NOTACION:
e  Funcion de dos variables: z = f(x, y) = x> + xy > x, y: variables independientes

e  Funcion de tres variables: w = f(x, y, z) = x + 2y — 3z > X, y, z: variables independientes

DEFINICION DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES

Sea D un conjunto de pares ordenados de numeros reales. S1 a cada par ordenado
(x, y) de D le corresponde un unico numero real f(x, y), entonces se dice que fes
una funcion de xy y. El conjunto D es el dominio de f, y el correspondiente
conjunto de valores f(x, y) es el rango de f.

NOTA: Pueden darse definiciones similares para funciones n variables, donde los dominios
consisten en n-adas (xy, X,, ..., X,) > el rango es un conjunto de niumeros reales
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Introduccion a las funciones de varias variables:
Funciones de varias variables i

Ejemplo: Dominios de funciones de varias variables

R y
X

flx,y)

e Lafuncion f esta definida para todos los puntos
(x, y) talesquexz0yx?>+y229

e  Por tanto, el dominio es el conjunto de todos

los puntos que estan en el circulo x> + y>=9, o —4
en su exterior, con excepcion de los puntos del
ejey (x =0)

Dominio de

JEEo,

fx, y) = X —4

Universidad
San Pablo




Introduccion a las funciones de varias variables:
Funciones de varias variables lli

ALGUNAS ACLARACIONES...

Las funciones de varias variables pueden combinarse de la misma manera que las funciones de
una sola variable:

(f =+ g)(x, y) = f(x, y) =+ g(x, y) Suma o diferencia

(fg) (X, y) - f(x, y)g(x, y) Producto
I = f(X, y) ciente
g(x’ Y) g(x’ y) g(x, y) # 0 Cocient

NO SE PUEDE formar la composicion de dos funciones de varias variables

SE PUEDE formar una funcion compuesta g(h(x, y)) siendo h una funcion de varias variables y g
una funcion de una sola variable

(8 © h)(X, y) = g(h(x, y)) Composicion

Una funcidén que puede expresarse como suma de funciones de la forma cx™y" (donde c es un
numero real y my n son enteros no negativos) se llama funcion polinomial de varias variables

Una funcion racional es el cociente de dos funciones polinomiales
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Introduccion a las funciones de varias variables:
Grafica de una funcion de dos variables

La grafica de una funcion de dos variables da mucha informacion acerca del comportamiento
de la funcidn

DEFINICION:

La grafica de una funcién f de dos variables es el conjunto de todos los puntos (x, y, z) para los
que z = f(x, y) v (x, y) esta en el dominio de f > la grafica puede interpretarse como una
superficie en el espacio

Superficie: z =f(x, y)

La grafica de z = f(x, y) es una superficie cuya
proyeccion sobre el plano xy es D, el dominio de f

A cada punto (x, y) en D le corresponde un punto
(x, y, z) de la superficie y viceversa
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Introduccion a las funciones de varias variables:
Grafica de una funcion de dos variables Il

Ejemplo: Descripcion de la grafica de una funciéon de dos variables

flr,y) = V16 — 4x2 — y?

El dominio D dado por la ecuacion de f es el conjunto de
Superficie : z=+/16 — 4x*> —y?
todos los puntos (x, y) tales que 16 —4x2—-y2 20 > D es el uperficie | Z =/ y

conjunto de todos los puntos que pertenecen o son z Tl enel
planoz =2

interiores a la elipse dada por:

}CZ y2_
4+16_1

Recorrido

El rango de f esta formado por todos los valores z = f(x, y) [ 0 rango

talesque0<z<4

Un punto (x, y, z) esta en la grafica de fsi y sélo si: x \ L, &
Dominio
2 2 2
7= V16 — 4x2 — y2 = I I G 1, 0<z<4 La graficade f(x,y) = V16 — 4x2 — )2
4 16 16 es la mitad superior de un elipsoide
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Limites y continuidad:
Entornos en el plano

Entorno en el plano = andlogo bidimensional de un intervalo y

Se define el entorno & de (x,, y,) como el disco con radio 6 > 0
centrado en (x,, y,)

{6 y): V=% + (7 — Yo < &}

J Un punto (x,, ¥,) en una region R del plano es un punto interior

de R si existe un entorno 8 de (x, y,) que esté contenido
completamente en R y

e Si todo punto de R es un punto interior, entonces R es una

_Punto
frontera

region abierta <
@‘Pun[o

interior

. Un punto (x,, y,) es frontera de R si todo disco abierto centrado
en (x,, ¥,) contiene puntos dentro de R y puntos fuera de R

\
Frontera de R

e  Si una region contiene todos sus puntos frontera, la region es

cerrada
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Limites y continuidad:
Limite de una funcion de dos variables

DEFINICION DEL LIMITE DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES

Sea f una funcion de dos variables definida en un disco abierto centrado en (x,, v,),
excepto posiblemente en (x,, v,), y sea L un niimero real. Entonces

lim  flx,y) =1L Z

(x, _)") —> (xos )"o) A

si para cada £ > 0 existe un & > 0 tal que

|f(x,y) = L| < & siempre que

Ik r
0 < Vlx—x)*+(y—y) <9 L-e} '

Graficamente, esta definicion del limite implica que para
todo punto (x, y) # (x,, ¥,) en el disco de radio 6, el valor

de f(x,y)estdentreL+eyL -€
/ -

NOTA: El punto (x, y) puede aproximarse al punto (x,, ¥,) X (%, 5) (0 5) \

Disco de radiod

-
.
|

por cualquier direccién
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Limites y continuidad:
Limite de una funcion de dos variables li

NOTA: Los limites de funciones de varias variables tienen las mismas propiedades respecto a la
suma, diferencia, producto y cociente que los limites de funciones de una sola variable

Ejemplo: Un limite que no existe

El dominio de la funcién consta de todos los puntos en el plano xy excepto el punto (0, 0)

Para demostrar que el limite no existe cuando (x, y) ) 2 — y2\2
se aproxima a (0, 0), se consideran aproximaciones (x, _\.%E,I%[), 0 \x2 + 2
desde dos trayectorias distintas

z Alo largo del eje x: (x, 0) — (0, 0)
El limite es 1.

' ] = lim 12=1
o olim ( T oz) L

lim (’”2 — ) I ( 0} _y
—| = im (=] =
(x. 1)->(0,0) \x% + x2 (x, 1)->(0, 0)\ 2x2

Si al aproximarse por dos trayectorias distintas el _ Alolargo del eje y=x. (x, 5 — (0,0)
limite es diferente > EL LIMITE NO EXISTE El limite es 0.
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Limites y continuidad:
Continuidad de una funcion de dos variables

DEFINICION DE CONTINUIDAD DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES

Una funcién f de dos variables es continua en un punto (x,, y,) de una regién
abierta R si f(x,, v,) es igual al limite de f(x, y) cuando (x, y) = (x,, y,). Es decir,

lim £, y) = f(xg, vo)-

(x, »)—(xg, vo)

La funcién f es continua en la region abierta R si es continua en todo punto de R.

FUNCIONES CONTINUAS DE DOS VARIABLES

Si k es un nimero real y £y gson funciones continuas en (x,, y,), entonces las fun-
ciones siguientes son continuas en (x, v,).

1. Mudltiplo escalar: kf 3. Producto: fg
2. Suma y diferencia: f+ g 4. Cociente: f/g, si g(xy, yo) # 0

NOTA: La continuidad de otros tipos de funciones (ni polinomiales ni racionales) puede también
extenderse de manera natural de una a dos variables
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Limites y continuidad:
Continuidad de una funcion de dos variables Il

CONTINUIDAD DE UNA FUNCION COMPUESTA

Si h es continua en (x,, v,) y g es continua en A(x,, v,), entonces la funcién compuesta
(g o h)(x,y) = g(h(x, y)) es continua en (x,, v,). Es decir,

lim g(hlx, y)) = glhlxy, ¥,))

(x, v)—>(xq. vg)

Ejemplo: Andlisis de continuidad

2
(x,y) =——=
W, Y y — x2
La funcion g(x, y) es continua excepto en los puntos en los
cuales el denominadores0>y—-x2=0

Se puede concluir que la funcidn es continua excepto en los

puntos en que se encuentra la parabola y = x?
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Limites y continuidad:
Continuidad de una funcion de tres variables

DEFINICION DE CONTINUIDAD DE UNA FUNCION DE TRES VARIABLES

Una funcién f de tres variables es continua en un punto (x,, ¥, Z,) de una region
abierta R si f(x,, vo. 2) esta definido y es igual al limite de f(x, y, z) cuando (x, y, 2)
se aproxima a (x,, v, Z,)- Es dedir,

lim  fly, 2) = flxg vor 20)-

(x, v, 2)—(xp. yo. 20)

La funcién f es continua en una region abierta R

si es continua en todo punto de R

Ejemplo: Continuidad de una funcién de tres variables

1
x% 4+ y2 — 7

flx,y, 2) =

La funcion f es continua en todo punto del espacio excepto
en los puntos sobre el paraboloide dado por z = x2 + y?2

X

(v — xo)z + (v — }’0)2 + (2 — Zo)z < 0° =™ | Lsfora abierta en el espacio
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Derivadas parciales:
Derivadas parciales de una funcion de dos variables

éComo se determina la velocidad o razén de cambio de una funcion f con respecto a una de sus
variables independientes? > DERIVACION PARCIAL

DEFINICION DE LAS DERIVADAS PARCIALES DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES

Si z = f(x, v), las primeras derivadas parciales de f con respecto a x y y son las
funciones f, y f. definidas por

£+ Ax,y) — fx,y)

filx,y) = lim A
Vo [y + Ay) = flx,y)
f\ (X, ") N K_\I\IQO A:};

siempre y cuando el limite exista.

NOTA:
e  Para hallar f, se considera y constante y se deriva con respecto a x

* Paranhallar f, se considera x constante y se deriva con respectoa y
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Derivadas parciales:
Derivadas parciales de una funcion de dos variables Il

NOTACION PARA LAS PRIMERAS DERIVADAS PARCIALES

Siz = flx, y), las derivadas parciales f, y f, se denotan por

0 0z

Ly =) =2 = o

0 0z

Sy =fly) =z, =20

Las primeras derivadas parciales evaluadas en el punto (a, b) se denotan por

dz dzZ

— =fla,b) 'y — = f.(a, b)

0x (a, b) 8}* (a, b) ’

INTERPRETACION GEOMETRICA: los valores df/dx, df/dy en (x,, y,, 2,) denotan las pendientes
de la superficie en las direcciones de x e y, respectivamente
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Derivadas parciales:
Derivadas parciales de una funcion de dos variables llI

Ejemplo: Hallar las pendientes de una superficie en las direcciones de xy de y

Hallar las pendientes de f(x, y) en el punto (1/2, 1, 2)

2
X 25
| _ 2
flxy) > Tyt
\ Superficie:
Las derivadas parciales de f son: i g P2, 5
N=mg Tty
* filxy)=-x

e f,lxy)=-2y

En la direccion x, la pendiente es:
e [ (1/2,1)=-1/2

> :
En la direccién Y, Ia pendiente es: Penldiente enlla direccion de x. . 3 Pendiente en la direccion y:
H)--3 )2

¢ £ (1/2,1)=-2
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Derivadas parciales:
Derivadas parciales de una funcion de dos variables IV

Ejemplo: Derivadas parciales como velocidades o razones de cambio

El area de un paralelogramo con lados adyacentes a y b entre los que se forma un triangulo ¢
esta dada por A=ab sen ¢

a) Hallarla tasa o razén de cambio de A respectode asia=10,b=20y 3=m/6

b) Hallar la tasa o razén de cambio de A respectode 3sia=10,b=20y ¥ =1/6

a) Sederivarespecto a a manteniendo constantes by ¢

0A
8_ = bsend Derivada parcial respecto a a

a
0A
&~ 20sen— = 10  Sustituir a by 6
da 6 )

b) Se deriva respecto a & manteniendo constantesay b a,/" 1 _ absend L 2send
0A
50 = ab cos 0 Derivada parcial respecto de 6 0
0A b
T I

90 200 cos 5 100/3  Sustituir @, by ¢ El area del paralelogramo es ab sen 6
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Derivadas parciales:
Derivadas parciales de una funcion de tres o mas variables

El concepto de derivada parcial puede extenderse de manera natural a funciones de

tres o mas variables

DERIVADAS PARCIALES EN FUNCIONES DE TRES VARIABLES > w = f(x, y, 2)

ow . flx+Axy,2) = flx,y2)
ax L% y.7) = Jim, Ax
ow o fey + Ay D) — vy, 2)
dy —ﬁ_,(x, y.2) = Al_w}glﬂ Ay
W _ e Sy 2+ A2 — flxy, 2)
07 =fxy,2) = Alzl.glﬂ Az

DERIVADAS PARCIALES EN FUNCIONES DE n VARIABLES > w = f(x,, X, ... , X,,)

ow
— = f (X, Xo,. . ..x), k=1.2.. . ..n
axk frk(l 2 n)
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Derivadas parciales:
Derivadas parciales de orden superior

La funcidn z = f(x, y) tiene las siguientes derivadas parciales de segundo orden

1. Derivar dos veces con respecto a x:

i(ﬁ) 9

dx \ dx Jx2 I

2. Derivar dos veces con respecto a y: . Las derivadas de orden superior se
i(ﬁ) O denotan por el orden al que se hace
dy \ dy dyz W

la derivacion

3. Derivar primero con respecto a x y luego con respecto a y: . Los casos tercero y cuarto se llaman

2 . . .
i(ﬂ") 0T _ derivadas parciales mixtas
dy \dx dydx v

(cruzadas)

4. Derivar primero con respecto a y y luego con respecto a x:
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Derivadas parciales:
Derivadas parciales de orden superior Il

Ejemplo: Hallar las derivadas parciales de segundo orden
Hallar las derivadas parciales de fy determinar el valor de f, (-1, 2)

fix, y) = 3xy? — 2y + 5x%y?

En primer lugar, se calculan las derivadas parciales de primer orden con respectoaxe y:

flx, v) = 3y? + 10xy? y fixy) = 6xy — 2 + 10x%

Después se deriva cada una de éstas con respecto a x y con respecto ay:
folx, y) = 10y? y fiy(x, y) = 6x + 10x°
folty) =6y +20xy y  f.(x,¥) = 6y + 20xy

En(-1,2)elvalordef esf, (-1,2)=12-40=-28
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Derivadas parciales:
Derivadas parciales de orden superior lll

IGUALDAD DE LAS DERIVADAS PARCIALES MIXTAS

Si f es una funcion de x y y tal que f,, y f,. son continuas en un disco abierto R,
entonces, para todo (x, y) en R,

folx, ¥) = filx, ).

NOTA:

e Este teorema también se aplica a una funcidn f de tres o mas variables siempre y cuando
las derivadas parciales de segundo orden sean continuas

e Por ejemplo, si w = f(x, y, z) y todas sus derivadas parciales de segundo orden son
continuas en una region abierta R, entonces en todo punto en R, el orden de derivacion
para obtener las derivadas parciales mixtas de segundo orden es irrelevante
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Diferenciales:
Incrementos y diferenciales

¢Como se definen incrementos y diferenciales en funciones de dos o mas variables?

Si Ax y Ay son los incrementos en xy en y de z = f(x, y), el incremento en z esta dado por:
Az = flx + Ax,y + Ay) — f(x, )

DEFINICION DE DIFERENCIAL TOTAL

Siz = f(x, y) y Ax y Ay son los incrementos en xy en y, entonces las diferenciales
de las variables independientes xy y son

dx = Ax y dy = Ay

-

y la diferencial total de la variable dependiente zes

3z

dz =
< ox

0

Esta definicion puede extenderse a una funcidn mas variables > Por ejemplo: w = f(x, y, z, u)

dw = w X + ow dy + ow dz + ow
0x ay - 0z ou
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Diferenciales:
Diferenciabilidad

DEFINICION DE DIFERENCIABILIDAD

Una funcion f dada por z = f(x, y) es diferenciable en (x,, v,) si Az puede expresarse
en la forma
Az = fi(xg vo) Ax +f;;(x0s Yo) Ay + &, Ax + g,Ay

donde &, y &£, 0 cuando (Ax, Ay)— (0, 0) : :
La funcién f es diferenciable en una region R f es diferenciable en -
si es diferenciable en todo punto de R. todo punto del plano

Ejemplo: Demostrar que una funcidn es diferenciable

flx,y) = x2+ 3y

Az=f(x + Ax,y + Ay) — f(x, ) Incremento de 2
= (x2 + 2xAx + Ax?) + 3(y + Ay) — (x% + 3y)
= 2x(Ax) + 3(Ay) + Ax(Ax) + 0(Ay)

= filx, y) Ax + f,(x, y) Ay + &,Ax + g,Ay

&= CEU
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Diferenciales:
Aproximacion mediante diferenciales

CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA DIFERENCIABILIDAD

Si f es una funcién de x y y, para la que f, y f, son continuas en una region abierta
R, entonces f es diferenciable en R.

El teorema implica que se puede elegir (x + Ax, y + Ay) , ”.
suficientemente cerca de (x, y), para hacer que g, Axy g, Ay dagff‘ﬁv‘" |
sean insignificantes > para Ax y Ay pequeios > Az = dz e
a—;AXd

Por tanto: \ i
dZZ%Ax—I—%Ay 7

o0x Ay () o1 (Xl Ay (A% Y+AY)
representa el cambio en altura de un plano tangente a la El;i“;ﬁiﬁ;";ﬁiﬁﬁ‘;j;“jﬁm;w mediante
superficie en el punto (x, y, f(x, y)) > aproximacién lineal la diferencial dz.
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Diferenciales:
Aproximacion mediante diferenciales Il

DIFERENCIABILIDAD IMPLICA CONTINUIDAD

Si una funcién de xy yes diferenciable en (x,, v,), entonces es continua
en (xg, vo)-

Demostracion:

Sea f diferenciable en (x,, y,), donde z = f(x, y), entonces:
Az = [f.(x5 yo) + & ]Ax + [ (x5, yo) + &,] Ay
donde g, y €, > 0 cuando (Ax, Ay) - (0, 0). Por definicidn se sabe que Az esta dada por:
Az = flxg + Ax, yo + Ay) — f(xg, ¥o)
Haciendo x = x, + Axy y = y, + Ay y tomando posteriormente el limite cuando (x,y) = (x,, ¥,):
6 y) = flxg, vo) = [filxg, yo) + &,]Ax + [ﬁ:(XOs Yo) + &;] Ay

lim  f(x, y) = f(x,, ) — fescontinuaen (x, y,)
(x, »)— (X, yo)
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Diferenciales:
Aproximacion mediante diferenciales lli

Ejemplo: Una funcién que no es diferenciable
Demostrar que £,(0, 0) y £,(0, 0) existen, pero f no es diferenciable en (0, 0)

Para demostrar que f no es diferenciable en (0, 0), basta con demostrar que f no es continua en
ese punto > comprobar dos trayectorias diferentes

lim fx y)= lim -3 fx =3 £+

(x. ¥—(0, 0) (x. )—(0,0) 2X° 2 ~
lim  flx, y) = lim ¢ _3

(x, —x)—>(0,0) (x —9—(0,0) 2X> 2 z

Alo largo de larecta y = —x,

Existencia de derivadas parciales: fix, ) se aproxima

iende a 3/2.
_ fAx0)— 0,00 | [
P
.. f(0,Ay) — 1(0,0) y
£0.0) = Jim, SR =0

X Alo largo de la recta y = x,
flx, y) se aproxima o tiende a —3/2.
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Regla de la cadena para funciones de varias variables:
Uso de la regla de la cadena para funciones de varias variables

Casos de estudio:
1. wesunafuncionde x ey, donde x e y son funciones de una sola variable independiente t

2. wesunafuncionde x e y, donde x e y son funciones de dos variables independientes s y t

Caso 1:

REGLA DE LA CADENA: UNA VARIABLE INDEPENDIENTE

Sea w = f(x, y), donde f es una funcién derivable de x y y. Six = g(¢) y y = h(r),
donde g y h son funciones derivables de ¢, entonces wes una funcion diferenciable de

I,y
dw _ dwdx owdy
dt  ox dt 9y dt

Este diagrama representa la —

derivada de w con respecto a t
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Regla de la cadena para funciones de varias variables:
Uso de la regla de la cadena para funciones de varias variables Il

Ejemplo: Regla de la cadena con una variable independiente (caso 1)

Seaw=x%—-y? dondex =sentey=e¢et
Hallar dw/dt cuando t=0

De acuerdo con la regla de la cadena para una variable independiente se tiene:

dw _ aWdX_l_ aw dy
dt  dox dt 9y dt

= 2(sen 0(ef)(cos §) + (sen?t — 2ede’ = 2e’sen tcos  + efsen? { — 26

= 2xy(cos #) + (x¥* — 2y)e!

Cuanto t = 0 se sigue que dw/dt = -2

NOTA: La regla de la cadena con una variable independiente puede extenderse a cualquier
numero de variables > si cada x; es funcién derivable de una sola variable t, entonces para w =

flxy, x,, ..., X)) se tiene:
dw  ow dx ow dx ow dx,
= L+ b

dt  ox, dt  9x, dt dx, dt
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Regla de la cadena para funciones de varias variables:
Uso de la regla de la cadena para funciones de varias variables Il

Caso 2:

REGLA DE LA CADENA: DOS VARIABLES INDEPENDIENTES

Sea w = f(x, ), donde fes una funcion diferenciable de xy y: Si x= g(s, d y y = h(s, 1)
son tales que las derivadas parciales de primer orden 0X0s, OX0t, 0y/0s y Oyt existen,
entonces dw/ds y ow/dt existen y estan dadas por

dw _owax  owdy dw _dwax  oway
0s ox ds 0y ds J ot ox or  dy ot

Demostracion:

Para obtener dw/ds, se mantiene constante t y se aplica la
regla de la cadena para una variable independiente.

Para obtener dw/dt, se procede de manera similar, pero
manteniendo constante s
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Regla de la cadena para funciones de varias variables:
Uso de la regla de la cadena para funciones de varias variables IV

Ejemplo: Regla de la cadena con dos variables independientes

Utilizar la regla de la cadena para encontrar ws y wt dada w = 2xy

xX=8+t5,y=s/t

Para obtener ws se mantiene constante t y se deriva con respectoa s
' ' 0. » Jy 1 s , 1
W _ WX | IWOY _ py(2s) + zx(—) = 2(—)(2;;) +2As + 12)(—)
ds  dx ds  dy 9s [ [ [
4s° N 252 4+ 217 65 + 21°

[ [ [

Para obtener w: se mantiene constante s y se deriva con respecto a t

ow  odwox  Jdw dy -5 S , —S
W _ OO WA oy + 2x[ =2 )= 2(2) @20 + 2
or " axar Tayar 2@ 'x( tz) 2([)(2& As + ,2)( 12)

253 + 251> 2s1? — 25°
2 N 12
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Regla de la cadena para funciones de varias variables:
Uso de la regla de la cadena para funciones de varias variables V

NOTA:

La regla de la cadena para funciones de varias variables también puede extenderse a cualquier
numero de variables

Si w es una funcion diferenciable de n variables x;, x,, ..., x,, donde cada x; es una funcién
diferenciable de m variables t, t,, ..., t., entonces para

w = flx,, X, ..y X,,)

_ %_awalerawaszr.”Jr@ax”

se obtiene ) at,  dx, o,  dx, ot dx, ot,
6_14/:8_14/% ﬂ%+...+%8;¥;;

atz aXl 8[2 a_xz atz axn 8f2
@:8w8x1+8w8x2+_ _ .+%ax”

ar,,  dx; dt,  dx, df, dx, ot
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Regla de la cadena para funciones de varias variables:
Derivacion o diferenciacion parcial implicita

La regla de la cadena puede aplicarse para determinar la derivada de funciones definidas
implicitamente:

Si x e y estan relacionadas por la ecuacion F(x, y) = 0, y suponiendo que y = f(x) es una funcidn
derivable de x, entonces, para hallar dy/dx, podemos utilizar la siguiente alternativa:

Se define w = F(x, y) = F(x, f(x))

Se aplica la regla de la cadena, de manera que:

dw dx dy
— =Fv)— + F(,vy) —
o = Bley) oo+ Bloy) o
Como w = F(x, y) = 0 para toda x en el dominio de f, se sabe que dw/dx = 0y se tiene que:
dy

—~ =0
dx

Fr )9 4 Fyn, )
dx :

Si F,(x, y) #0, se puede usar el hecho de que dx/dx = 1 para concluir que:
dy _ Ey)

dx F(x,y)
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Regla de la cadena para funciones de varias variables:
Derivacion o diferenciacion parcial implicita Il

REGLA DE LA CADENA: DERIVACION IMPLICITA

Si la ecuacién F(x, y) = 0 define a y implicitamente como funcion derivable de x,

entonces
dy _ Fuxy)
Y = ANV F 5 ) # 0.
dx E (x,v) )_,(r, )

}

Si la ecuacion F(x, y, z) = 0 define a z implicitamente como funcion diferenciable
de x y v, entonces

0z F(x,v,2) ik Fx v, 2)
%o RN o RN E vy, 2) #0.
dx F.(x,y z) J Jy F.(x,y,2) {6 3.2

NOTA: Este teorema puede extenderse a funciones diferenciales definidas implicitamente de
cualquier nUmero de variables
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Regla de la cadena para funciones de varias variables:
Derivacion o diferenciacion parcial implicita Il

Ejemplo: Hallar derivadas parciales implicitamente (utilizando la regla de la cadena)
Encontrar f, y f,, dada la ecuacion 3x?z — x?y? + 22* + 3yz - 5 = 0 y sabiendo que z = f(x, y)

En primer lugar, se define F como:
F(x,v,2) = 3x% — x%y2 + 2234+ 3yz — 5

Entonces:

F.(x, v, 2) = 6xz — 2xy*
F(x,y 2) = —2x*y + 3z
F.(x,y,2) = 3x? + 622 + 3y

Con lo que:

dz  Fdxy2)  2xy*— baz
ox  Flxyz)  3x% 4 627 + 3y
9z _ Flxyz __ 2x%y— 3z
gy F(x.yz) 3x?+ 622+ 3y
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Derivadas direccionales y gradientes:
Derivada direccional

Para determinar la pendiente en un punto de una superficie, se define un nuevo tipo de
derivada: DERIVADA DIRECCIONAL

Sea z = f{x, y) una superficie y P(x,, ¥,) un punto en el dominio
de f > la direccidn de la derivada direccional esta dada por un Z
vector unitario:

u=cos &i+sen dj, donde & es el angulo que forma el vector
con el eje x positivo

. . P -
Se reduce el problema a dos dimensiones cortando Ila N .
P4 3]
i

superficie con un plano vertical que pasa por Py paralelo a u: /

La pendiente de la superficie en (x,, Yo, f(Xo, ¥o)) €n la direccidn
u se define como la pendiente de la curva C en ese punto
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Derivadas direccionales y gradientes:
Derivada direccional Il

¢Como se calcula la pendiente de la curva C en el punto (x,, Y,, f(X,, ¥o))? = utilizando limites

El plano vertical utilizado para formar C corta el plano xy en una recta L, representada por las
ecuaciones parameétricas:
X=X,+tcosT

y=y,+ttsen (V) % Superficie:
A z=1x.))
de manera que para todo valor de t, el punto Q(x, y) se oo | J/(Xo’}”o’ﬂxo'}”o))

encuentra en la recta L > para cada uno de los puntos Py Q, (% A% )

hay un punto correspondiente en la superficie

(XO, Yo /i (XO, )/0)) Punto sobre P,
(x, Y flx, }/)) Punto sobre

La distancia entre Py Q es:

V(x = %)+ (y = 3p)? = V(tcos 0)? + (tsen6)? = |
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Derivadas direccionales y gradientes:
Derivada direccional Il

¢Como se calcula la pendiente de la curva C en el punto (x,, y,, f(Xo, Vo))? = utilizando limites

Se puede escribir la pendiente de la recta secante que pasa por (x,, Yo, f(Xo, Vo)) Y (X, v, fix, ¥))
como:

fix, y) — fx, w) _ fix, + tcos 0, y, + tsen6) — Axy )
{ {

Finalmente, haciendo que t se aproxime a 0, se llega a la siguiente definicion:

DEFINICION DE LA DERIVADA DIRECCIONAL

Sea f una funcién de dos variables xy y, y sea u = cos #i + sen 6j un vector uni-
tario. Entonces la derivada direccional de fen la direccion de u, que se denota

D, £ es

D flx ) = lim fx+ tcos 6, y + rsenf) — flx, y)

0 t

siempre que este limite exista.
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Derivadas direccionales y gradientes:
Derivada direccional IV

DERIVADA DIRECCIONAL

Si fes una funcion diferenciable de xy y, entonces la derivada direccional de f en
la direccién del vector unitario u = cos i + sen 6j es

D, fix, y) = £(x, y) cos 6 + £(x, y)sen §

Demostracion:
Dado un punto fijado (x,, ¥,), seax =x,+ t cos 3y seay =y, + t sen &. Se define g(t) = f(x, y)

Como f es diferenciable, se aplica la regla de la cadena para obtener:
g' (0 = 1(x Nx'() + £{x, Py () = L(x y) cos 0 + f(x, y)sen 0
Sit=0, entonces x = x, ey =y, por tanto:

8'(0) = £(xo, yp) cos 0 + £(x,, yp) sen 0

0 + (cos 6, y, + tsenf) — flx,
Segun la definicion de g’(t), se cumple que: g(0) = lim 80 — g0 g() = lim fx, + tcos 6. )y r sen6) — fx, y)

t—0

Por tanto: D), £(x,, yp) = £(x;, Jp) cos 6 + [(x,, yp)sen 6
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Derivadas direccionales y gradientes:
Derivada direccional V

Ejemplo: Hallar una derivada direccional 2

Superficie: 25+
Hallar la derivada direccional de f(x, y) en (1, m/2) en la direccidn fix, y) = 2 sen 2y
dev=3i-4j

f(x, y) = x*sen 2y

f. ¥y f, son continuas, f es diferenciable, y por tanto, se puede
aplicar el teorema de la derivada direccional

Se calcula, por tanto, un vector unitario en la direccion de v

3 4
u=ﬁ=§i—§j=c039i+sen¢9j

Utilizando ese vector unitario, se tiene:

D, fix, y) = (2xsen2y)(cos 6) + (2x* cos 2))(sen 6)
Du/(l, g) = (2 senw)(%) + (2 cos W)(—%) = %

& cru

Universidad
San Pablo




Derivadas direccionales y gradientes:
Gradiente de una funcion de dos variables

DEFINICION DE GRADIENTE DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES

Sea z = f(x, y) una funcién de xy ytal que £,y £, existen. Entonces el gradiente
de £ denotado por VAx, y), es el vector

VAx, y) = Lx Yi + £(x y)].

V£ se lee como “nabla f. Otra notacién para el gradiente es grad f(x, y)

Ejemplo: Hallar el gradiente de una funcién f

x, v, fx, )

Hallar el gradiente de f(x, y) = y In x + xy? en el punto (1, 2)

L(x. y) =f+y2 y (xy) =1Inx+ 2xy

VAx, y) = (£+ yz)i + (Inx + 2x9)j

VA1, 2) = (% - 22)i + [In1 + 2(1)(2)]j = 6i + 4j

El gradiente de fes un vector en el plano xy
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Derivadas direccionales y gradientes:
Gradiente de una funcion de dos variables Il

Como el gradiente de f es un vector, se puede expresar la derivada direccional de f en la
direccion de u como:

D, fix, y) = [ fi{x. )i + £(x, y)j] - [cos 6i + sen 6]

Por tanto, la derivada direccional es el producto escalar del gradiente y el vector direccion

FORMA ALTERNATIVA DE LA DERIVADA DIRECCIONAL

Si fes una funcion diferenciable de xy y, entonces la derivada direccional de f en
la direccion del vector unitario u es

D, flx,y) = VAlx, y) - u
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Derivadas direccionales y gradientes:
Aplicaciones del gradiente

¢En qué direccidon es necesario moverse para que f(x, y) varie lo mas rapidamente
posible?

DIRECCION DE MAYOR VARIACION - viene dada por el GRADIENTE

PROPIEDADES DEL GRADIENTE

Sea f diferenciable en el punto (x, y).

1. Si VA(x, y) = 0, entonces D, f(x, y) = 0 para todo u.

2. Ladireccitn-demaximoineremento-de—+festi-dadapor—VAx—- El valor maximo
de D, fix, y) es [V(x, ).
- El valor minimo




Derivadas direccionales y gradientes:
Aplicaciones del gradiente Il

: . ; P A Ayvi ; Curvas de nivel:
Ejemplo: Hallar la direccion de maximo incremento Tl y) = 20~ 42 —

La temperatura en grados Celsius en la superficie de una placa y
metalica es: T(x, y) = 20 — 4x? — y? 5

donde x e y se miden en centimetros

¢éEn qué direcciéon a partir de (2, -3) varia mas rapido la

temperatura? ¢ Cual es la tasa o ritmo de variacion? /\
El gradiente es: | [\ L,

VIl p) = T(x )i + Tx )i = —8xi — 2y _ &jj

La direccion de maxima variacion esta dada por:

(2,-3)
VT2, —3) = —16i + 6]
La tasa variacion es: -5
La direccion del maximo incremento de la
||VT(2, _3)” — \/256 + 36 = /292 = 17.09° por cm. temperatura en (2, — 3) esta dada por
—16i + 6
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Derivadas direccionales y gradientes:
Funciones de tres variables

DERIVADA DIRECCIONAL Y GRADIENTE PARA FUNCIONES DE TRES VARIABLES

Sea f una funcion de x, yy z con derivadas parciales de primer orden continuas. La
derivada direccional de fen direccion de un vector unitario u = ai + bj + dk esta
dada por

D, flx. y, 2) = atx y, 2) + bi(x y, 2) + cffx, y, 2).

El gradiente de fse define como

VAx y, 2) = {x y, 2i + L(x, y, 2j + [(x, y, 2k
Las propiedades del gradiente son:
1. D flx,y,2) = VAix, y,2) - u
2. SiVAx, y, 2 = 0, entonces D, f(x, y, z) = 0 para toda u.

3. La direccion de maximo incremento de festa dada por VA, y, 2). El valor maxi-
mo de D, Ax, y, z) es

HVf(X, V. Z)H Valor médximo de D, f(x, y, 2).

4. La direccion de minimo incremento de festad dada por —VA(x, y, 2). El valor mini-
mo de D, f(x, y, z) es

— HV)((X, v Z)H Valor minimo de D, f(x, y, 2).
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Derivadas direccionales y gradientes:
Funciones de tres variables Il

Ejemplo: Hallar el gradiente para una funcion de tres variables
Hallar grad f(x, y, z) para la funcién dada por:
fix,y, 2)=x*+y*—4z

y hallar la direccion de maximo incremento de f en el
punto (2, -1, 1)

El vector gradiente esta dado por:

VAx 3, 2) = £x i + £(x 5, 2] + £(x 3, 2k
= 2xi + 2yj — 4k

. .. £ . . VA2, ,-1,1) =4i-2j—4k
La direccion de maximo incremento en (2, -1, 1) es: ( )= di=2]

- - Superficie de nivel y vector gradiente en
VA2, —1,1) = 4i — 2j — 4k 2. —=1. 1) paraf(x,p,2)= x>+ > — 4z
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Planos tangentes y rectas normales:
Plano tangente y recta normal a una superficie

NOTA: Las superficies en el espacio, pueden representarse con ecuaciones de la forma
z = f(x, y), sin embargo, para entender bien el proceso de cdmo encontrar un plano tangente a
la superficie, resulta mas util expresar la superficie con ecuaciones de la forma F(x, y, z) = 0

Sea F(x, y, z) = 0y sea P(x,, ¥, Z,) un puntoen S

Sea C una curva en S que pasa por P definida por:

r(t) = x(t)i + y(t)j +z(t)k > para todo t, F(x(t), y(t), z(t)) =0 Superficie S
Hx y,2=0

Si F es diferenciable y x’(t), y'(t) y Z’(t) existen, se sigue por
la regla de la cadena que:

0=F() = F(x y 2x (1) + F(x, y, 2y(0) + F/(x, y, 2Z'(}) L
. . ‘ Plxy, Y ,r
En (Xy, ¥or 2,), la forma vectorial equivalente es: - : ! )
0 = VEUXy, 1o, %) - v'(5) \
| - J \_,',_J )
Gradiente Vector u
tangente Plano tangente a la superficie S en P

& cru
Universidad 48
San Pablo



Planos tangentes y rectas normales:
Plano tangente y recta normal a una superficie Il

DEFINICION DE PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL

Sea F diferenciable en un punto Ax,, y,, z,) de la superficie S dada por
Rx, y, 2z) = 0 tal que VAx,, y,, ) # 0.

1. Al plano que pasa por Py es normal a V/x,, y;,, 7) se le llama plano tangente a
Sen P.

2. A la recta que pasa por Py tiene la direccion de VA x;, y;, 7,) se le llama recta
normal a Sen P.

NOTA: Para hallar una ecuacidn para el plano tangente a S en (x,, ¥, Z,), sea (x, y, z) un punto
arbitrario en el plano tangente > v = (x — x,)i + (v — yo)j + (z — z,)k se encuentra en el plano tangente
grad F(x,, ¥,, Z,) debe ser ortogonal a todo vector en el plano tangente > grad F(x,, y,, Z,) - v=0

ECUACION DEL PLANO TANGENTE

Si F'es diferenciable en (x,, ¥, ), entonces una ecuacion del plano tangente a la
superficie dada por Ax, y, 2 = 0 en (x,, ¥, %) €s

F(xy, Yoo 2)(x — X)) + Fy(XO!JVO’ 22— o) + Fxo, Yo, 2)(z2 — 7) =0
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Planos tangentes y rectas normales:
Plano tangente y recta normal a una superficie lll

Ejemplo: Hallar una ecuacion de un plano tangente

Hallar una ecuacién del plano tangente al hiperboloide 22 — 2x? - 2y?> = 12, en el punto (1, -1, 4)

F(X; Y, Z) =22 —2x*- 2y2 - 12 Superficie:
2-2¥-22-12=0

F(x,y,z2)=-4x > F, (1,-1,4)=-4
Fy(leiz)=-4y - Fy(l'-1'4)= 4
F,(x,y,z)= 2z > F,(1,-1,4)= 8

Por tanto, una ecuacioén del plano tangente en (1, -1, 4) es:
—4x—1) +4(y+1)+8z—4) =0
—4x+4+4y+4+82—-32=0
—4x+ 4y+ 82— 24 =0

X— V= 22+ 6=0 Plano tangente a la superficie
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Planos tangentes y rectas normales:
Plano tangente y recta normal a una superficie IV

Ejemplo: Hallar una ecuacion de una recta normal a una superficie

Hallar un conjunto de ecuaciones simétricas para la recta normal a la superficie dada por
xyz=12 en el punto (2, -2, -3)

F(x,y, z) =xyz—12

Superficie: xyz=12

El gradiente esta dado por:
VHX y, 2) = F(x y, 2i + F(x y, 2j + F(x, y, 2k = yzi + xzj + x)k

Y en el punto (2, -2, -3) se tiene:
VA2, -2, -3) = (-2)(-3)i + (2)(-3)j + (2)(- 2)k = 6i — 6j — 4k

La recta normal en (2, -2, -3) tiene directores 6, -6, -4, y el
conjunto correspondiente de ecuaciones simétricas es:

X—2 y+2 z+3
6 -6  —4

& cru
Universidad 5 1
San Pablo




Planos tangentes y rectas normales:
El angulo de inclinacion de un plano

Otro uso interesante del gradiente grad F(x, y, z) es determinar el angulo de inclinaciéon del
plano tangente a una superficie

e Eldngulo de inclinacidn de un plano se define como él angulo 3 (0 < J < 11/2) entre el plano
dado y el plano xy

e Como el vector k es normal al plano xy, se puede utilizar la férmula del coseno del angulo
entre dos planos para concluir que el angulo de inclinacién de un plano con vector normal
n esta dado por:

n - k| |n-K|
— > =

|l [kl [ P U
o~

X

c039=|

Angulo de inclinacion
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Planos tangentes y rectas normales:
El angulo de inclinacion de un plano Il

Ejemplo: Hallar el angulo de inclinacion de un plano tangente

Hallar el angulo de inclinacién en el punto (2, 2, 1) del plano tangente al elipsoide

X .z _ 7
L VEQ2,2,1
12 12 3 ﬁklﬁ,‘ ( )
B XZ )/2 2’2 “_J_,,... : !;
Hopd=prygts! b2 N
VA 5, 2 = Si + Ly + Hx ‘ g
6 6 3 .
x< 6
1, 1. 2 6 7% ——
=—i+—-j+= --
VH2,2,1) Jit 3l 3k Ve
VI2,2,1) - K| 2/3
rad F(2, 2, 1) es normal al plano tangente |cos ¢ = | =
s P © NRz 2 D] (/37 + (1737 + 2/37
y k es normal al plano xy —
0= arccos\/é ~ 35.3°
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Extremos de funciones de dos variables:
Extremos absolutos y extremos relativos

Sea f una funcidn continua de dos variables, definida en una regidn acotada cerrada R

Los valores f(a, b) y f(c, d) tales que f(a, b) < f(x, y) < f(c, d) para todo (x, y) en R se conocen
como el minimo y maximo de fen la region R

TEOREMA DEL VALOR EXTREMO

Sea f una funcién continua de dos variables xy y definida en una region acotada
cerrada K en el plano xy.

Superficie:
1. Existe por lo menos un punto en R, en el que ftoma un valor minimo. 2315
. .y A
2. Existe por lo menos un punto en R, en el que ftoma un valor maximo. e Maximo |
1n1mo “

. R contiene algun(os) punto(s) donde f(x, y) es un minimo y '
algun(os) punto(s) donde f(x, y) es un maximo |

1
X T

. A un minimo también se le llama un minimo absoluto, y a un .
maximo, maximo absoluto J Region acotada

cerrada R
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Extremos de funciones de dos variables:
Extremos absolutos y extremos relativos Il

DEFINICION DE EXTREMOS RELATIVOS

Sea f una funcién definida en una region K que contiene (x;, y,).
1. La funcién ftiene un minimo relativo en (x,, y;,) si
f(x, y) 2 f(x, 1)

para todo (x, y) en un disco abierto que contiene (x;, ).

2. Lafuncién ftiene un maximo relativo en (xg, y;) si

flx, y) < f(xy, y)

para todo (x, y) en un disco abierto que contiene (x;, ).

NOTA:

. Decir que f tiene un maximo relativo en (x,, y,) significa que el punto (x,, y,, z,) es por lo menos
tan “alto” como todos los puntos cercanos en la grafica de z = f(x, y)

. Decir que f tiene un minimo relativo en (x,, y,) significa que el punto (x,, y,, z,) es por lo menos
tan “bajo” como todos los puntos cercanos en la grafica de z = f(x, y)
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Extremos de funciones de dos variables:
Extremos absolutos y extremos relativos lli

Para localizar los extremos relativos de f, se pueden investigar los puntos en los que el
gradiente de f es 0 o los puntos en los cuales una de las derivadas parciales no exista > tales
puntos se llaman puntos criticos de f

DEFINICION DE LOS PUNTOS CRITICOS

Sea fdefinida en una regién abierta R que contiene (x,, y;,). El punto (x;, y,) es un
punto critico de £si se satisface una de las condiciones siguientes:

L. (x5, %) = 0y £(x, %) =0
2. f(xy, ¥) 0 £(%, y) no existe.

LOS EXTREMOS RELATIVOS SE PRESENTAN SOLO EN PUNTOS CRITICOS

Si ftiene un extremo relativo en (x;,, J,) en una region abierta R, entonces (x,, y,) es
un punto critico de £
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Extremos de funciones de dos variables:
Extremos absolutos y extremos relativos IV

Ejemplo: Hallar un extremo relativo

Determinar los extremos relativos de
fix, y) =1 =+ y?)3

2

I(x, y) = _3(X2 _|_Xyz)2/3
2

é"(X’ y) - _3(X2 _|_yy2)2/3

. Las derivadas parciales f,(x, y) y f,(x, y) existen para todo punto en el plano xy salvo para (0, 0)

J No hay ningun punto (x, y) # (0, 0) que anule a la vez f,(x, y) y f,(x, y)
Se concluye que (0, 0) es el unico punto critico
f(0, 0) =1y para cualquier otro (x, y) > flx, y) =1 - (x2 + y?)/3< 1

Por tanto, f tiene un maximo relativo en (0, 0)
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Extremos de funciones de dos variables:
El criterio de las segundas derivadas parciales

NOTA: un extremo relativo siempre es un punto critico, pero un punto critico no siempre es un
extremo relativo (puntos silla)

éComo determinar si un (a3, b) tal que f,(a, b) =0y f (a, b) = 0 es 0 no un extremo relativo?

CRITERIO DE LAS SEGUNDAS DERIVADAS PARCIALES

Sea funa funcién con segundas derivadas parciales continuas en una region abierta
que contiene un punto (a, b) para el cual

fa b)=0 y flab)=0.
Para buscar los extremos relativos de £, considérese la cantidad
d=f(a D)f(a b) — [f(a b

. Sid> 0y f[(a b) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en (a, b).
. Sid> 0y £ (a b) <0, entonces f tiene un maximo relativo en (a, b).

1
2
3. Si d < 0, entonces (a, b, f(a, b)) es un punto silla.
4

. Si d = 0 el criterio no lleva a ninguna conclusion.
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Extremos de funciones de dos variables:
El criterio de las segundas derivadas parciales Il

Ejemplo: Cuando el criterio de las segundas derivadas parciales no es concluyente

Hallar los extremos relativos de f(x, y) = x?y?
Como f,(x, y) = 2xy? y f,(x, y) = 2x?y, se sabe que ambas derivadas parciales son igualaOsi x=00y=0

Es decir, todo punto del eje x o del eje y es un punto critico

foleoy) =295 fley) =20y f(ny) = 4dxy

Por tanto, se sabe que six=0 o0 y =0, entonces:

d= j;;x (JC, }!)-j;’}-‘ (JC, }1) o [-[x_\-* (JC, }])]2

= 4x2y? — 16x%2y? = —12x%y? = 0|

. El criterio de las segundas derivadas parciales no es
concluyente

. Sin embargo, como f(x, y) = 0 para todo punto en los ejes x \ +  Six=0,

xoyy fix, y) = x2y> > 0 > cada uno de los puntos criticos Siy =0, entonces f(x,y) =0
entonces f(x,y) =0

es un minimo absoluto
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Extremos de funciones de dos variables:
El criterio de las segundas derivadas parciales lli

Los conceptos de extremos relativos y puntos criticos pueden extenderse a funciones
de tres o mas variables:

e Sitodas las primeras derivadas parciales de w = f(x,, x,, ..., X,) existen, puede demostrarse
que se presenta un maximo o un minimo relativo en (x,, x,, ..., x,) sélo si cada una de las
primeras derivadas parciales en ese punto es 0

e En este caso, los puntos criticos se obtienen al resolver el sistema de ecuaciones siguiente:

le(XlsXEsX:ﬁy S s}(ﬂ) = []
L(x, X X0 oo X)) =0
L (X, X X . o . %) =0

NOTA: Los extremos absolutos de una funcidn se pueden presentar de dos maneras:
1. Algunos extremos relativos pueden resultar ser extremos absolutos

2. Los extremos absolutos pueden presentarse en un punto frontera del dominio
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Aplicaciones de los extremos de funciones de dos variables:
Problemas de optimizacion aplicada

Los extremos de funciones de dos (o mas variables) tienen muchas aplicaciones

Ejemplo: Hallar un volumen méaximo

Una caja rectangular descansa en el plano xy con uno de sus vértices en el origen. El vértice opuesto
esta en el plano 6x + 4y + 3z = 24. Hallar el volumen maximo de la caja

Sean x, y, z el largo, ancho y la altura de la caja, respectivamente:

. B oy B B 0,0,8) 5 :

Vixy) = (24\/ 12xy — 4y?) = (24 12x —4y) =0 | gi3304y+32224

V(x,y) = (24;( — 6x% — 8xy) = 3( 4 —6x—8y) =0

Igualando a 0 las primeras derivadas parciales se obtienen los

puntos criticos (0, 0) y (4/3, 2). En el punto (4/3, 2) se puede aplicar .

el criterio de la segundas derivadas parciales: w)f\.

1 1 1 ,\]2 32 8\2 _ 64 * -

Vi 2v, (i 2) - v, G2 = 8(-F) - (-5 =% // 1 e
| - 0.6,0)

Por tanto, el volumen méximo es: V(4/3, 2) = 64/9 u.c. 5 o
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Resumen

Al finalizar este capitulo, debemos ser capaces de...

. Entender la notacidn para una funcion de varias variables @
. Dibujar la grafica de una funcion de dos variables

. Entender la definicidon de un entorno en el plano

. Entendery utilizar |a definicidon de limite de una funcion de dos variables

. Extender el concepto de continuidad a funciones de dos y tres variables

. Hallar y utilizar las derivadas parciales de funciones de dos, tres o mas variables

. Hallar derivadas parciales de orden superior de una funcion de dos o tres variables
. Extender los conceptos de incrementos y diferenciales

. Extender el concepto de diferenciabilidad a funciones de dos variables

. Utilizar una diferencial como aproximacion

. Utilizar la regla de la cadena para funciones de varias variables

. Hallar las derivadas parciales implicitamente

. Hallar y usar la derivadas direccionales de una funcion de dos variables

. Hallar el gradiente de una funcion de dos variables y utilizarlo en aplicaciones
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Resumen |

Al finalizar este capitulo, debemos ser capaces de...

. Hallar las derivadas direccionales y el gradiente de funciones de tres variables

. Hallar ecuaciones de planos tangentes y rectas normales a superficies =
. Hallar el angulo de inclinacidon de una recta en el espacio

. Comparar gradientes

. Hallar extremos absolutos y relativos de una funcion de dos variables

. Utilizar el criterio de las segundas derivadas parciales para hallar un extremo relativo de
una funcion de dos variables

. Resolver problemas de optimizacion con funciones de varias variables
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