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Integrales iteradas y area en el plano:
Integrales iteradas

¢Como se resuelve una integral definida con funciones de varias variables?

ho(y) hy(y)
flx, y) dx = f(x, y)] = f(hy(y), ¥) = f(hy(y),y)  Conrespectoax.
hy(y) hy(y)
&, 2,0
A dy = e n)| =l g0) = flr ) conrepesony
21(x) 2,(x)
Ejemplo: Integral con respecto a y
X X
— 22
f (2x%y™2 + 2y) dy = [ v y?
| 1

Se considera x

_ (—2X2 N xz) B (—sz N 1) BEEEE)  constantey se integra

X 1 con respectoay

=3x? — 2x — 1
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Integrales iteradas y area en el plano:
Integrales iteradas Il

Ejemplo: La integral de una integral > INTEGRALES ITERADAS

Utilizando el resultado del ejemplo anterior resolvemos la integral con respecto a x

wa(zxzyuzwdy]dx:f (3x2—2X‘”dx:[““g_xz_x]lzz_(_l):?)

Esta integral es una integral iterada, cuya nomenclatura suele ser la siguiente:

g,(x) d (hy(y)
f fO,v)dydx 'y f flx, v) dx dy
g

hl _V _y:X
1 Ri<x<2
. . e . . . e <v<
. En una integral iterada los limites exteriores de integracion deben Lsy=x
. . T4 2 T
ser constantes con respecto a ambas variables de integracién :
1
J Después la integracion interior, se obtiene una integral definida :
L . y . R ks +-----
“ordinaria” y la segunda integraciéon produce un nimero real : !
1 |
’ . . .- 7 . [ . 1 1
e Los limites de integracion definen dos intervalos para las variables: ! ! )
1 | o
se determina la regidn de integracion R de la integral iterada ! .
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Integrales iteradas y area en el plano:
Area de una regién plana

Utilizando las integrales iteradas y el teorema fundamental del calculo puede verse desde una
nueva perspectiva el problema de hallar el drea de una region plana R acotadaporas<x<by

g,(x) =y < g,(x)

89 (x) b g,() b
f f dy dx = f y} dx = f [gz(x) — gl(x)] dx La region esta limitada
g,(x) a g1 a o acotada por
a<x<by
. , y §0=sy=g®
AREA DE UNA REGION EN EL PLANO ] DN
1. SiResta definidapora=x=byg (x)=y=g,), T &

donde g, y g, son continuas en [a, b], R esta dada por

g,(x) R
= f f dy dx (verticalmente simple) — g

A
2. Si Restadefinida porc =y =dy h|(y) = x = hy(y), /:/

donde /1, y h, son continuas en [ ¢, d], R esta dada por

Oy == == ——

d
f f dx dy (horizontalmente simple)
hy ()
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Integrales iteradas y area en el plano:
Area de una region plana Il

Ejemplo: Hallar el drea por medio de una integral iterada

Hallar el area de la region limitada o acotada por las graficas de f(x) = sen x y g(x) = cos x entre
x=1m/4yx="5n/4

fy g funciones de x > R verticalmente simple Ry

Y=

=

Orden de integracion: dy dx ¥

COS X< y<sen x

Limites exteriores de integraciéon: n/4 < x < 5n/4

S57/4 [fsenx
Areade R = j J
S5w/4 sen x
»L'f"l COSX
5m/4
= J (sen x — cos x) dx
/4

5m/4 br/4 senX
Z[—cnsx—senx] =22 Area f f

/4 CcOsS X
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Integrales iteradas y area en el plano:
Area de una region plana Il

Ejemplo: Un drea representada por dos integrales iteradas

Hallar el 4rea de la region R que se encuentra bajo la pardbola y = 4x — x? sobre el eje x y sobre la
rectay =-3x +6

e La parabola forma el limite o cota superior ’f y=-3X+6
e Larectay el eje xforman el limite o cota inferior 4l 2
: Y= ax-
e  Rdebe subdividirse en dos subregiones R; y R, /:\
*  Se utilizan rectangulos verticales 3T ) P i
11
) (2 4y —x2 4 rdx—x2 :
Area = f dy dx + f f dy dx 2T ! R,
Ji ) oase 2 Jo AX\ |
2 4 :
=J (4x—x2+3x—6)dx+f(4x_xz)dx LT !
1 2 1
= [ > 3 6x]l + [ZX 3 |, ;
_(14_§_12_14_14_6)4_(32_%_84_8) E AreaJ’J’élxr dx) + ff dyth
B 3 2 3 3 3) 2 x+6 - ’
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Integrales dobles y volumen:
Integrales dobles y volumen de una region sdlida

Para entender el uso de integrales dobles de funciones de dos variables para determinar el
volumen de una region sélida es necesario:

e  Aproximar el volumen total como suma de volimenes mas pequeios contenidos en la region

e  Aplicar el proceso de limite

Se considera una funcion continua f tal que f(x,y) 2 0 para todo (x, y) en una regién R del plano xy

Objetivo: hallar el volumen de la regidn sdlida comprendida entre

la superficie dada por z = f(x, y) y el plano xy
Superficie:

. Se sobrepone una cuadricula interior sobre la regién > z=fx. )
particion interior A

. Se elige un punto (x; y;) en cada rectangulo y se forma el
prisma rectangular cuya altura es f(x;, y;)

El volumen de la regidn sélida se puede aproximar como:

n

2 f ()Cg, y;) AA ; Suma de Riemann —

=1

o
= S
"
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Integrales dobles y volumen:
Integrales dobles y volumen de una region solida Il

Usando particiones mas finas se obtienen mejores aproximaciones > se podria obtener el
volumen exacto tomando un limite

Volumen = lim Y f(x, y) AA,

A0 =4

El significado de este limite es que el limite es igual a L si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que

L— Y fl,y)AA| <&

i=1

para toda particion A de la region plana R (que satisfaga || A || < &) para toda eleccidn posible
de x; e y; en la regidn i-ésima

NOTA: Es importante tener en cuenta que el caso general que define del uso del limite para
definir una integral doble no requiere que la funcién f(x, y) sea positiva o continua en todo su
dominio
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Integrales dobles y volumen:
Integrales dobles y volumen de una region solida lll

DEFINICION DE INTEGRAL DOBLE

S1 f esta definida en una region cerrada y acotada R del plano xy, entonces la inte-
gral doble de f sobre R esta dada por

f J fley)dA =lim, 3 S 3) A4

siempre que el limite exista. Si existe el limite, entonces f es integrable sobre K.

Para que la integral doble de f de la regidon R exista es 1t
. . R=R, UR
suficiente con que: 1Y R,

e R pueda expresarse como la unién de un numero
finito de subregiones que no se sobrepongan y que
sean vertical u horizontalmente simples

e vy fseacontinuaenlaregionR
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Integrales dobles y volumen:
Integrales dobles y volumen de una region sélida IV

VOLUMEN DE UNA REGION SOLIDA

Si f es integrable sobre una region plana Ry f(x, y) = 0 para todo (x, y) en R,
entonces el volumen de la regidn solida que se encuentra sobre Ky bajo la grafica
de f se define como

v= | [ v

En este caso, si se cumplen las condiciones

Z

establecidas, es posible utilizar una l
integral doble para calcular el volumen de
una region solida
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Integrales dobles y volumen:
Propiedades de las integrales dobles

PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DOBLES

Sean f y g continuas en una region cerrada y acotada R del plano, y sea ¢ una cons-

tante.
[ (
1. cf(x, y) dA = cfjf(r y) dA
Jr) R
([
2 [ [ty o gtlan = [ [ enan s | ot an
Jr) R R
([
3. f(x, v)dA = 0, sif(x,y) =0
Jr)
([ (
4. flx, v)dA > J a(x, v) dA, si flx,y) = glx,v)
Jr) Jr
([ (
5. flx, v)dA = jf(x, v)dA + j ff(x, y) dA, donde R es la unién de dos
JRJ JRl R,

subregiones K, y R, que no se sobreponen.
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Integrales dobles y volumen:
Evaluacion de integrales dobles

Para evaluar una integral doble, suele ser necesario reescribirla como una integral iterada

Ejemplo: Hallar el volumen de una regién sélida acotada por el plano z = f(x, y) = 2 — x — 2y
y por los tres planos coordenados

Para un valor fijo de x, el area de la seccion transversal triangular es:

Alx) = % (base)(altura) = %(2 g x)(Z —x) = (2 T_l 3)* P

De acuerdo con la formula para el volumen de un sdlido de
secciones transversales conocidas el volumen del sélido es:

b 2 2
_ _[e=w? _u} _2 =2-x
Volumen= L Alx) dx = L 1 dx 12 .73

En particular, si A(x) se obtiene por integraciéon, podemos combinar | (- 0-9)

. . X / Seccidn ¥
los resultados para obtener la integral iterada: _ . transversal
Base: y ~ 5  troangular
2 r(2—x)/2
Volumen = L ff(x, ¥) dA = L L (2 = x — 2y) dydx Volumen: j 409 b
0
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Integrales dobles y volumen:
Evaluacion de integrales dobles Il

NOTA: Se puede imaginar la integracién como dos barridos > en el ejemplo anterior...

Integracion interior: una recta vertical barre el area de la seccién transversal

Integracion exterior: la seccion transversal triangular barre el volumen

X

}!
X

Integrar con respecto a y para obtener
el area de la seccion transversal

Integracion exterior

4
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Integracion interior

X X

Integrar con respecto a x para obtener
el volumen del solido
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Integrales dobles y volumen:
Evaluacion de integrales dobles il

éBajo qué condiciones se pueden utilizar integrales iteradas para resolver este tipo

de problemas?

TEOREMA DE FUBINI

Sea f continua en una regidn plana K.

1. Si Resta definidapora < x < by g,(x) <y < g,(x), donde g, y g, son continuas
en [a, b], entonces

b rg,x)
fjf(’f y)dA = f f(x,v) dy dx.
a Jg (x)

2. Si R esta definida por ¢ < y < dy h(y) < x < hy(y), donde h, y h, son conti-
nuas en [c, d], entonces

d (hy(y)
fff(r y)dA = f fx, v) dxdy.
hy(y)
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Integrales dobles y volumen:
Evaluacion de integrales dobles IV

Ejemplo: Comparacién de diferentes érdenes de integracién

Hallar el volumen de la regidn sélida R acotada por f(x, y) = e**y los planosz=0,y =0, y=xyx=1

La base de R en el plano xy esta acotada porlasrectasy=0,x=1yy=x

Posibles drdenes de integracion:

Y v Superticie:

flx, y) = e

(1,1) (1, 1)

Ay

(1,0) (1,b

X X

Ax 1 1

\ X
1fx 2 1rl 2
J- J’ e dyidx, j f e dxidy,
0lo .- 0ly ==

El orden dx dy requiere obtener la integral de una funciéon no elemental, por lo que es mas adecuado

1 rx , 1 -, X 1 1 1 1/1
ff e dydx =f e y] dx =f xe ™ dx = ——e‘xz] = ——(— - 1) ~ (0.316
0 Jo 0 0 0 2 0 2\e
+ CEU
UH iyers f(Ja(l
San Pablo

usar el orden dy dx:




Integrales dobles y volumen:
Evaluacion de integrales dobles V

Paraboloide: z

z=1-2-y

Plano:

Ejemplo: Volumen de una region acotada por dos superficies

Hallar el volumen de la region sélida R acotada superiormente por el
paraboloide z=1—x%—y? e inferiormente por el planoz=1-y

Igualando los valores de z se determina que la interseccion de las
dos superficies se produce en el cilindro circular recto dado por:

1-y=1-xX2—y2>x2=y—y2 Rogg; .
—Vy-7 sx<s+fy-

(L= (LY

Vol _ 22 _ _

olumen JOJ_\W(I x> — y2) dx dy ), J\W(l y) dx dy
rl r\m r] x3 \m ol
_ —y2 2 — — W2)y —

JOJ\_\_.__\,z(y y? — x?) dx dy J, [(y ye)x 3}\}!_.\_‘2 dy

4"‘1 , 1 /2
=2 (y—y2)32dy=—f
3, 6)_., 2

(7, (1)(377) B
J;] cos*df = E E —ﬁ

6

cos? @

do

2y—1=sen#f

b=

& cru
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Cambio de variables:
integrales dobles en coordenadas polares

Algunas integrales dobles son mucho mas faciles de evaluar en forma polar que en forma
rectangular

e  Regiones circulares
e (Cardioides
e  Curvas “pétalos de rosa”

e Integrandos que contienen x? + y?

¢COmo se pasa de coordenadas cartesianas a coordenadas polares y viceversa?

y
xX=rcosf y y=rsenb
r =~
2 — 2 4 12 _ Y <
re=x“+y>c y tan@f p S
S L
r cos8 X

& cru
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Cambio de variables:
integrales dobles en coordenadas polares Il

Para entender como se define una integral doble en coordenadas polares es necesario en
primer lugar saber cdmo expresar el area de un sector polar

. Se puede demostrar que el area de un sector polar R se puede expresar como AA = r Ar A9
siendor=(r,+ry)/2

e  Se puede expresar el area del sector polar R como la diferencia entre el area del sector circular
R,(r,, ) y del sector circular R (r,, 9)

2 2
) ryAY 1 AY
Areade R = AA = AA, — AA, = 22 - 12 L7 Ar/
A9 AY
== —r) == +r)(—n) ,’ A,Q/
Z 2 s 2
=ANIr(rp,—1) =rA Ar /’,

& cru
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Cambio de variables:
integrales dobles en coordenadas polares lll

é¢Como se define una integral doble de una funcidon continua z = f(x, y) en coordenadas polares?

Se considera una region R limitada por las graficasder=g,(9) yr=g,(0) y lasrectas 0 =ay 0 =8

En vez de hacer una particion de R en rectangulos pequefios, se utiliza una particion de sectores
polares pequeios > los sectores polares R; que se encuentran completamente dentro de R forman
una particion polar interna A

ST

El area del sector R, se puede expresar como:
AA; =r;Ar; A9, donde Ar;=r,—r;y AY;= 9,- 9,

Por tanto, el volumen del sélido de altura f(r; cos 3, r; sen $,)

sobre R; es aproximadamente:

f(r;cos 6, r;sen6,)r; Ar; A6,

& cru
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Cambio de variables:
integrales dobles en coordenadas polares IV

¢Como se define una integral doble de una funcidon continua z = f(x, y) en coordenadas polares? Il

Por tanto:

f flx, v)dA = Ef(r cos 0, r:sen 0,)r; Ar; AO,

2,(6)
fff(r cos 0, rsen O)r dA = ffz f(rcos 0, rsen 0)r dr do

(0

o)

El sector polar R, es el conjunto de todos los
puntos (r, 0) tal que I <Srsny
0,<0< 0,

Region S horizontalmente simple

& cru
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Cambio de variables:
integrales dobles en coordenadas polares V

CAMBIO DE VARIABLES A LA FORMA POLAR

Sea Runa region plana que consta de todos los puntos (x, ) = (rcos 6, rsen 6) que satis-
facen las condiciones 0 = g((0) = r=gy(0). a= 0= B, donde 0 = (B — o) =27. S1
21V & son continuas en [«, ]y fes continua en R, entonces

B (8,(6)
fjf(x, v) dA = j j f(rcos 0, rsenb)rdrdo.
R foY

£,(0)

NOTA: Laregion R puede ser de dos tipos basicos: regiones r-simples y regiones 9-simples:

T

. Limites o cotas fijas para 6: 2 Limites o cotas variables para 0:
g =P 4<o<p 0< () <0< hn)

Limites o cotas variables para r-

90 <g0)<r<g,(0)

T
2

“~. A, Limites o cotas fijas para r-
R
<r<
NN SIS

81/
/ o - = b
! 9 =0 1 1
! \
;; _ - 1 Ar i|
— =0 - =0
r I'l r I'2
Region r-simple Region 6-simple

& cru
Universidad 23
San Pablo



Cambio de variables:
integrales dobles en coordenadas polares VI

NOTA: si z = f(x, y) es no negativa en R, entonces la integral del teorema anterior puede
interpretarse como el volumen de la region solida entre la grafica de fy la regidon R

Ejemplo: Calcular el volumen de una region sélida utilizando el cambio a coordenadas polares

Hallar el volumen de la region sdlida limitada superiormente por el hemisferio definido por 2z,
e inferiormente por la regién circular R dada por x? + y> < 4

En coordenadas cartesianas:

—V4—y2§xS V4_y2’ —2£y£2, ngg\/]f}—xz—yz Superficie: z= /16 — X — J*
En coordenadas polares: E

4
0<r<2, 0<0<27m z=JV16—r72 i

27 "2 2T 2
sz f \/16—r2rdrd9=—%f (16—r2)3/2} do
0 0 0 0

1 21

_ ‘gfw (213~ 64)do = ~2(3.5 - 8)9}0 = D7 - 3.3)

& cru

Universidad
San Pablo




Cambio de variables:
integrales dobles en coordenadas polares VI

Ejemplo: Hallar areas de regiones polares
Utilizar una integral doble para hallar el area encerrada por la grafica de r = 3 cos 39

Sea r un pétalo de la curva considerada - la region es r-simple, y los limites son los siguientes:

aa aa
——=0=— Limites o cotas fijas para 6
6 6 ‘
T
0 <r =<3cos360 Limites o cotas variables para r 2
LT [
o ) r =3 cos 36 R:—g=b=<g
Por tanto, él area de un pétalo es: 0<r<3

1 @/6 (3 cos 30 /6 2 3 cos 36
—A=ffdA=J j rdrd9=f —] do
3 R. —/6J0 —a7/6 2 0

9

w/6

/6 I l
ZEJ' 005236d9:2f (l +COS69) do I I
— /6 4 — /6
9 1 W6 3w
—_ — —|— —_ = —
4[6 p sen 69]17/6 1

EL AREA TOTALES A = 91t/4
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Integrales triples:
Introduccion a las integrales triples

DEFINICION DE INTEGRAL TRIPLE

Si f es continua sobre una region solida acotada (), entonces la integral triple de f
sobre ( se define como

f f J fle . D dV = Km, 2, S v 2) AV,
0

siempre que el limite exista.
El volumen de la region solida Q)

esta dado por == Volumen de Q = fff dV '
o

Volumen de 0 =~ > AV,
=

El procedimiento para definir una integral triple es analogo al utilizado en integrales dobles:
. Considerar una funcion f de tres variables que es continua sobre una region sdlida acotada Q

J Se encierra Q en una red de cubos y se forma una particidon interna que consta de todos los
cubos que quedan completamente dentro de Q > AV, = Ax; Ay; Az;

J En cada cubo, se elige un punto (x, y, z;) se forma la suma de Riemann correspondiente y se
toma el limite cuando | |A|| > 0

& cru
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Integrales triples:
Introduccion a las integrales triples Il

Propiedades de las integrales triples:

1. fff cf(x,v,2)dV = cffff(r y,2)dV
0
2. Lr r[f(x, v, 2) £ glx, y,2)]aV = ijf(x, v,2)dV + fjjg(x, v, 2)dV
0 Q @)
3. JJJ flx,y,2)dV = Jjjf(r y,z2)dV + ffff(rx 2)dV
Q 0 Q;

—

Region solida 0

NOTA: A la hora de interpretar las anteriores propiedades, es necesario tener en cuenta...

e Qeslaunidn de dos subregiones sdlidas que no se sobreponen Q, y Q,

e Silaregion sélida Q es simple, la integral triple puede evaluarse con una integral iterada
utilizando alguno de los seis posibles ordenes de integracion: dx dy dz, dy dx dz, dz dx dy,
dx dz dy, dy dz dxy dz dy dx

& cru
Universidad 27
San Pablo



Integrales triples:
Introduccion a las integrales triples Il

EVALUACION MEDIANTE INTEGRALES ITERADAS

Sea fcontinua en una region sélida definida por Q
a<x<b hlx)<y<hx), gy <z<g(ky)

donde Ay, h,, g, y g, son funciones continuas. Entonces,

b (hy(x) [g,(x,y)
f f f flx,y, 2)dV = f f flx, v, 2) dzdy dx
0 a Jhix) Jgx, )

NOTA:

J Esta version del teorema de Fubini describe una regidon que es considerada simple con respecto
a dz dy dx - para los otros cinco ordenes pueden formularse descripciones similares

J Para evaluar una integral iterada triple en el orden dz dy dx, se mantienen x e y constantes para
la integracion mas interior, después, se mantiene x constante para la segunda integracion
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Integrales triples:
Introduccion a las integrales triples IV

zZ

0<z22/4 - —)?

Ejemplo: Integral triple para halla un volumen
Hallar el volumen del elipsoide
x e y juegan papeles similares > se elige arbitrariamente dz dy dx

Se pueden simplificar los calculos considerando sélo la porcion
del elipsoide del primer octante

Volumen del elipsoide:

2 (VA= [2/4—x2—)2 2 (VA= 1, a2 y
V= fjj dv = SJ J j dz dy dx = SJ f z] dy dx srac
0Jo0 0 oJo 0 Osys+/4—x
Q a -
2 V122 2 x4yi=14
= lﬁj J V@ = x?) = yidydx = SJ [0 + (4 — x?)arcsen(1) — 0 — 0] dx
0 Jo 0 18
2 312
=8| (4 — xz)(z)dx = 4'Ir[4x — x_} - B4w
0 2 3 o 3 1 ! x
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Integrales triples:
Introduccion a las integrales triples V

Ejemplo: Determinacién de los limites de integracion

Dar una integral triple para el volumen de cada una de las siguientes regiones sdlidas

vl
e

Z
L

Hemmnsferio:

¥4

2= VI-R= 7

Esfera:
C+yP+2=6

Paraboloide:
z=xX+y

Base circular:

2 Y

2+y=1 £

0: 0<z<1—y? Q 0<z</1-2 -y Q ¥+ pP<z8/6-¥ -y
l1-y<x<3-y VI Pexs V-2 -V2-2 <y</2-4
0<y<l “1<y<1 —V2<x< V2
1L 3=y rl=y2 1 V1= /1=y 2 S
V= JJJdV=JJ J dz dx dy V=fJJdV=J j J dz dx dy
0 0 J1-y JO -1J-v 0

1,).2
Q
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Integrales triples:
Integrales triples en coordenadas cilindricas

Regiones sdélidas comunes como esferas, elipsoides o conos, pueden dar lugar a integrales triples
dificiles de calcular en coordenadas rectangulares - coordenadas cilindricas y esféricas

RECORDAR codmo se realiza la conversion a COORDENADAS CILINDRICAS: x=rcos 3,y =rsen 9, z=z

En este sistema de coordenadas, la region solida mas simple es un bloque cilindrico determinado por:

Volumen del bloque cilindrico:
rnE<rsr, 0,<60<0, <7<z, @B AV, = 1 A1 AB A",

Para expresar una integral triple por medio de coordenadas cilindricas, supdngase que Q es una region
solida cuya proyeccion R sobre el plano xy puede describirse en coordenadas polares, es decir:

Q={(xy2:(xyestaenR, hlx,y) <z<hx )}
R={(r6):0,<0<6, g0 <r<gl(o)}

Si f es una funcidn continua sobre el sélido Q:
") Integral triple
dV = ,z)dz | dA
ffffxu) ff L(H Sl 3. 2) de = de fsobre Q
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Integrales triples:
Integrales triples en coordenadas cilindricas Il

Si por ejemplo, R es r-simple, la forma iterada de la integral triple en forma cilindrica es:

0, (g,(6) [hy(rcos@, rsen6)
J‘J‘J‘f(x, y,z)dV = J‘ f(rcos 0, rsen®, z)r dz dr d
0,
Q

2,(0) Jh (rcos@, r send)

NOTA: Este es uno de los seis posibles 6rdenes de integraciéon > los otros cinco son dz d9 dr,
drdzd8,drd8dz, d8dzdry dddrdz

Para visualizar un orden de integracion determinado es util contemplar la integral iterada en
términos de tres movimientos de barrido, cada uno de los cuales agrega una dimensién al sélido

Ejemplo: orden de integracién dr d9 dz

0=0

[ntegrar con respecto a r Integrar con respecto a 0 [ntegrar con respecto a z
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Integrales triples:
Integrales triples en coordenadas cilindricas IlI

Ejemplo: Hallar el volumen empleando coordenadas cilindricas

Hallar el volumen de la region sélida Q que corta en la esfera x2 + y?> + z2=4 el cilindror =2 sen ¢

Como x? + y? + 22 =r?> + z> = 4, los limites o cotas de z son: = z
_Jh—2<z< JE= 2 e

Sea R la proyeccion circular del sélido sobre el plano ré

Los limites o cotas de R son: | ' e

O0<r<Zsenfyl0<O0<

-

X‘—

Por tanto, el volumen de Q es:

Cilindro:

m(2send /41— w/2 (2sen 6
V= j f J rdzdrde = Zf f 2r/4 — r* drde B
0o Jo ) 0 0 57 senith

/2 2 2sen @ 5;2 /2 16
_ ZJ 2o 1-2)3/2} d6 =2 [1 = (cos 0)(1 — sen? 6)] d = 23 — 4)
0 3 0 3 Jo 9
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Integrales triples:
Integrales triples en coordenadas esféricas

Las integrales triples que involucran esferas o conos son a menudo mas faciles de calcular
mediante la conversidn a coordenadas esféricas z

p;sen; AB,

RECORDAR c6mo se realiza la conversién a COORDENADAS ESFERICAS:
X=psen g cosd

y=psengsend

Z=pCOS QP

La regidn mas simple es un bloque esférico determinado por:

{(p,ﬁ,(,b):plipipz, 0, 0<60, ¢ < ¢=< i
Bloque esferico:
dondep, 20,0, — 0, < 2ry0 < p, < p, < 7 AV, = p2sen ¢, Ap, A, A6,

Por lo que, utilizando el método habitual que comprende una particion interior, una suma y un limite,
la integral triple en coordenadas esféricas de una funcion continua f en la region sélida Q es:

0 (P2 (P2
ffff(x v, 2)dV = f f f(psenc cos 0, psen @ senb, p cos ¢)p? sen dp dp db
by Jby Jp
o
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Integrales triples:
Integrales triples en coordenadas esféricas Il

NOTA: la integral anterior puede modificarse para emplear diferentes érdenes de integracion y

se puede generalizar a regiones con limites o cotas variables

Las integrales triples en coordenadas esféricas se evaliuan empleando integrales iteradas

Ejemplo:

& cru

Universidad
San Pablo

2w (/4 3
f f f p?send dp do do
o Jo Jo

Cono: 2 Esfera:

Y+y=7 Y+y+72=9

p varia desde 0 hasta 3 mientras ¢y @ ¢ varia desde 0 hasta 7 /4 6 varia desde 0 hasta 277
se mantienen constantes mientras 6 se mantiene cons-
tante




Integrales triples:
Integrales triples en coordenadas esféricas lll

Ejemplo: Hallar el volumen de una region sélida utilizando coordenadas esféricas

Hallar el volumen de la regién sdlida Q limitada o acotada inferiormente por la hoja superior del cono
7% = x2 + y? y superiormente por la esfera x> + y>+z2=9

Hoja superior
En coordenadas esféricas, |a ecuacion de la esfera es: del cono:

Z=x+ a
P2:X2+y2+22:9 :> p:3 }/2

La esfera y el cono se cortan cuando:

+y)+z22=0z)+2z2=9 > z=

ol

y COMO Z = p €os (p se tiene que:

3 T

e = o3

Por tanto, el volumen es:

27 (/4 (3 |
V = ffdeZf f f pzsen(bdpqudG: 977'(2 - \/E) Esfera:
, o Jo Jo 2+pP+2=9
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Cambio de variables — Jacobianos:
Introduccion a los jacobianos

En una integral simple se puede hacer un cambio de variables de manera que x = g(u),
con lo que dx = g’(u) du, y se obtiene:

f )f(X)dx = f cf(g(u))g’(u) du| mmm) a = g(c)yb = g(d)

En el caso de las integrales dobles, el cambio de variables x = g(u, v) e y = h(u, v) introduce un
factor llamado jacobiano de x e y con respectoauyv

DEFINICION DEL JACOBIANO

Six = g(u, v) y y = h(u, v), entonces el jacobiano de x y y con respecto au y v,
denotado por d(x, y)/d(u, v), es

d(x, v) _|ou dv| _ oxdy  dy ox
d(u, v) dy dy ou v du v ox dy 9y ox
9y 9y )dA = ™ axdy  ay ox
ou Jv Lff(x v)d J;ff(g(u v), h(u, v)) cn o ou v du dv

L J

~
Jacobiano
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Cambio de variables — Jacobianos:
Introduccion a los jacobianos Il

El cambio de variables de coordenadas rectangulares a polares 6
. . T(r, 6) = (r cos 6, rsenB)
en una integral doble se puede escribir como o
Be-—- -
([
flx,v)dA = f(rcos @, rsen@)rdrdb, r >0 r=a S r=b
R Js)
[ a(r 1}) : o= |
= rcos 6, rsen0)|——=|drdo : ‘
JoJ ! Nt o : o
donde S es la regidn en el plano r& que corresponde a la regién R v

en el plano xy

NOTA: En general, un cambio de variables estd dado por una
transformacion biyectiva (o uno a uno) T de una regién S en el
plano uv en una region R en el plano xy dada por

T(u,v) = (x,v) = (glu, v), h(u, v))
S'es la region en el plano r@ que correspon-

donde g y h tienen primeras derivadas parciales continuas en S dea R en el plano xy
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Cambio de variables — Jacobianos:
Introduccion a los jacobianos llI

Ejemplo: Hallar un cambio de variables para simplificar una regién

Sea R la region limitada o acotada por las rectas x—2y =0, x—2y =-4,
x+y=4yx+y=1

Hallar una transformaciéon T de una region S a R tal que S sea una
region rectangular (con lados paralelos a los ejes u o v)

Seau=x+yyv=x-2y, seobtiene T(u, v) = (x, y) donde:
Region R en el plano xy

1 1 V=1 =4
T(u,v) = (x,y) = (5[21,; + v, §[u — v]) o 1o
1 2 3 ’
Limites en el plano xy Limites en el plano uv T
_2__
xty=1 [ u="1 >
-3+
x+y=1 => u=4 v=_d _-
x—2yv=0 [ v=20 Ll | (1L-9) (4.-4)
x—2y=—4 > y=—4 ' |
Region S en el plano uy
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Cambio de variables — Jacobianos:
Cambio de variables en integrales dobles

CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES DOBLES

Sea R una region vertical u horizontalmente sencilla en el plano xy y sea S una region
vertical u horizontalmente sencilla en el plano uv. Sea T desde S hasta R dado por T'(u,
v) = (x,v) = (g(u, v), h(u, v)), donde g y h tienen primeras derivadas parciales conti-
nuas. Suponer que T es uno a uno excepto posiblemente en la frontera de S. Si f es
continua en Ry d(x, v)/d(u, v) no es cero en S, entonces

alx, y
fffrxdrdx Jff (u, v), uv))aET,“V;dudv V
(v + AV) (1 + A, v + AV)

Demostracion:
Considerar el caso en el que S es una region rectangular en el plano °
uv. Si Au y Av son pequeios, la continuidad de g y de h implica
gue R es aproximadamente un paralelogramo cuya area es: e e .

AA = ||m % ATQ'” Areade S = AuAvy

Au >0, Av >0
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Cambio de variables — Jacobianos:
Cambio de variables en integrales dobles Ii

Demostracion (continuacion):

Para Au y Av pequeios, las derivadas parciales de g y h con respecto a u pueden ser aproximadas por:

h(u + Au,v) — h(u,v)) poOrloque e ————)

u+ Au,v) — glu, v
gu(u,v)mg( Ai g(u.v) y  hfuv) =

Au
.
MN = [e(u + Au,v) — g(u, v)]i + [h(u + Au,v) — h(u, v)1j 0 .
~ [gu(u, v) Ai + [y, v) Audj = 2 Aui + 2 A
u u
. . R
A
— s b d ou Ju
MN x MQ = a—“:tAu a—?;Au 0| = oy Au Avk M= (x,y) N
@AV @AV 0 v x=g(u, v o
av av y=h(u v)
AA = ||[FIN x MQ| = ggx_,y; AuAv = dA ~ |MN x MO| = % dudv| | Los vertices en el plano xy son
b ny M(g(u,v), h(u,v)), N(g(u + Au,v),
r | h(u + Au,v)), P(g(u + Au,v + Av),
fff(x, y) dx dy = ff(g(u, v), h(u, v)) o y)‘ dudv| | M+ Auy + Av))y
R JS d(u, v) O(g(u,v + Av), h(u,v + Av)).
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Cambio de variables — Jacobianos:
Cambio de variables en integrales dobles llI

Ejemplo: Un cambio de variables para simplificar un integrando
Sea R la region limitada por el cuadrado cuyos vértices son (0, 1), (1, 2)

(2,1)y (1, 0). Evaluar la siguiente integral:

jf (x + v)?sen®(x — y) dA
R ’ |
! '2
0007 %,

Los lados de R se encuentran sobre las rectas x + y =1, x -y =1 1 R
x+y=3yx—-y=-1->haciendou=x+yyv=x-y, setiene que los ‘
limitesdeSenelplanouvson1<su<3y-1<sv<1 Region R en el plano xy
1 1 :" u=1 uf3
NI U Lo -y | :
X z(u 1) Yy 2(” 1V) o (1, 1) (3. 1)
V=
(x v) _ 1 >
a(u, v) 2 L 2 3
r=-l o
13 (1,-1) (3. -1)

—(2 — sen?)
Region Sen el plano uy

Jf (x + y)?sen’(x — y)dA = f f u Senzv du dv = 6
+ CEU
San Pablo




Resumen

Al finalizar este capitulo, debemos ser capaces de...

*  Evaluarunaintegral iterada
. Utilizar una integral iterada para hallar el area de una region plana =
. Utilizar una integral doble para representar el volumen de una region sélida

. Utilizar las propiedades de las integrales dobles

. Evaluar una integral doble como una integral iterada

. Expresar y evaluar integrales dobles en coordenadas polares

. Utilizar una integral triple para calcular el volumen de una region soélida

. Expresar y evaluar una integral triple en coordenadas cilindricas y esféricas

. Utilizar jacobianos para cambiar variables en una integral doble
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